




	 Esta sección muestra que la transformada de Fourier, además 
de ser matemáticamente interesante tiene importantes aplicaciones 
a la física y a la ingeniería. Resolveremos varias de las ecuaciones 
más famosas de la física matemática y a través del software 
podremos verificar geométricamente varias propiedades que rara 
vez pueden ser ilustradas con los materiales clásicos de estudio.

Sección 2

CONTENIDO.

1. Ecuación de la cuerda vibrante.

2. Ecuación de difusión.

3. Ecuación de Laplace.

4. Uso de la transformada de Fourier.

Solución de Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales.
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	 	 	 	    Problemas.

1) Resolver la ecuación de Laplace en el semiplano 
superior, es decir, resolver la ecuación 

	 u′ �′�xx + u′�′�yy = 0	 	      −∞ < x < ∞, y > 0

con la condición de borde 

	         	 	 u(x,0) =
1

1 + x2

y con la condición adicional 

	 	         	 lim
y→∞

u(x, y) = 0.

Solución.

	 Consideremos una transformada de Fourier 
respecto de la variable x, es decir, definamos

	 	 	 U(w, y) = ∫
∞

−∞
u(x, y)e−iwxdx.

	 Entonces si F denota la transformada de Fourier 
tenemos que

	 	 	 	 F{u′�′�xx} = − w2U(w, y)

y 

	 	 	 	 F{u′�′�yy} = U′�′�yy(w, y).

	 Por lo tanto, tomando transformada de Fourier a 
ambos miembros de la ecuación diferencial y 
sustituyendo, obtenemos

	 	 	 −w2U(w, y) + U′�′�yy(w, y) = 0

que omitiendo los argumentos y despejando se puede 
escribir

	 	 	 	 	 U′�′�yy = w2U.

	 La solución general de esta ecuación diferencial 
es para cada w fijo

	 	 	 	   U = Ae|w|y + Be−|w|y
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donde tomamos módulo para dejar en claro cual es el 
positivo y el negativo de los dos números ± |w |  ya que 
si lo dejáramos en la forma ±w no podríamos saberlo y 
necesitamos esto para satisfacer la condición de 
anulación en el infinito. Precisamente, como 
lim
y→∞

u(x, y) = 0, debemos tener entonces que A = 0.

	  Luego, por ahora nuestra solución es

	 	 	           U = Be−|w|y

o volviendo a escribir los argumentos

	 	 	         U(w, y) = Be−|w|y.

	 Ahora bien, si w varía entonces varía B, luego lo 
más formal sería haber escrito

	 	 	        U(w, y) = B(w)e−|w|y.	 	        	(1)

	 Evaluando en y = 0 obtenemos

	 	 	 	    U(w,0) = B(w)

pero, como por la definición 	

	 	 	 U(w, y) = ∫
∞

−∞
u(x, y)e−iwxdx

tenemos también que 

	 	     U(w,0) = ∫
∞

−∞
u(x,0)e−iwxdx = B(w)

que por los datos del ejercicio resulta

	 	 	 U(w,0) = ∫
∞

−∞

1
1 + x2

e−iwxdx.

	 Pero esto es precisamente la transformada de 
Fourier del ejercicio 2 de la sección anterior, en la que 
habíamos obtenido 

	 	 	 	 F{ 1
1 + x2 } = πe−|w|.

	 Luego, sustituyendo en (1) tenemos

	 	    U(w, y) = πe−|w|e−|w|y = πe−(1+y)|w|,

que como y > 0 podemos meter adentro del módulo 
para obtener
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	 	 	 	 U(w, y) = πe−|(1+y).w|.	 	 	   (3)

	 Ahora bien, si hacemos a = 1 + y lo anterior puede 
escribirse así 

	 	 	 	 U(w, y) = πe−|a.w|

	 Veamos cuidadosamente como invertir esto 
último : la propiedad de cambio de escala nos dice 
que

	 	 	 F{f (bt)} =
1
b

F( w
b )	 	 	 b > 0.

	 Con a =
1
b

 esto se escribe 

	 	 	 	 F{f( 1
a

t)} = aF(aw)

es decir, en términos de la transformada inversa	

	 	 	 	 1
a

f( 1
a

t) = F−1{F(aw)}.	 	

	 Finalmente, como 

	 	 	 	 F{ 1
1 + x2 } = πe−|w|

en nuestro caso es f (x) =
1

1 + x2
 y entonces invirtiendo 

(3) tenemos el resultado final
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La gráfica de la función armónica en el semiplano superior que resuelve 
nuestro problema de contorno.

Galería 7.3. Gráfica de la solución de nuestro ejercicio.



	 	 	 u(x, y) =
1

1 + y
.

1
1 + ( x

1 + y )2

o multiplicando numerador y denominador por 1 + y 
obtenemos

       	   u(x, y) =
1 + y

(1 + y)2 + x2
=

1 + y
1 + 2y + y2 + x2

.

	 En la galería 7.3. y en el video 7.4. vemos 
clarísimamente la solución gráfica de este ejercicio. De 
esta solución analítica y del espectacular video y 
gráficos de las galerías observamos varios hechos : 
que la condición de contorno realmente se satisface, 
que la condición de anulación en el infinito también, 
pero además vemos claramente que las curvas de 
nivel de la solución son circunferencias. Esto, además 
de que no es tan fácil de descubrir sin la gráfica tiene 
la siguiente interpretación física : si la temperatura en 
el punto (x, y) de una placa rectangular infinita (o lo 
suficientemente grande como para considerarla 
infinita) está dada por la función u(x, y) entonces las 

isotermas de la placa son circunferencias. De allí se 
puede sacar varias conclusiones respecto del campo 
de fuerza en la cual fluye el calor, de las líneas de flujo 
de calor, etc.

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 □
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La gráfica de nuestra solución desde infinitos ángulos para su perfecta 
apreciación.

Video 7.4. Movimiento en el espacio de la gráfica de 
nuestra solución.



Se puede ver una solución on-line aquí.

2) Resolver la ecuación de difusión

	   u′ �′�xx = u′�t	        	 t > 0, − ∞ < x < ∞

con la condición de borde

	 	 	 	 u(x,0) = e−x2.

Solución.

	 Al igual que en el ejercicio anterior definamos

	 	 U(w, t) = ∫
∞

−∞
u(x, t)e−iwxdx.

	 Luego, tomando la transformada de Fourier a 
ambos miembros de la ecuación de nuestro ejercicio 
tenemos

	 	 	 	 −w2U(w, t) = U′�t(w, t)

u omitiendo las variables

	 	 	  	        −w2U = U′�t.	 	 	 	    (1)

	 La solución general de esta ecuación diferencial 
elemental es trivialmente

	 	 	 	     U = Ae−w2t

y volviendo a escribir los argumentos y recordando 
que (1) en realidad es una ecuación diferencial para 
cada w tenemos 

	 	 	       U(w, t) = A(w)e−w2t.		 	 	    (3)

	 Haciendo entonces t = 0 obtenemos

	 	 	 	   U(w,0) = A(w)

y como 

	 	 	 U(w,0) = ∫
∞

−∞
u(x,0)e−iwxdx

de la condición inicial del ejercicio tenemos

	 	 	   U(w,0) = ∫
∞

−∞
e−x2e−iwxdx.
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https://youtu.be/eNe31PG6Ozk
https://youtu.be/eNe31PG6Ozk


	 Pero sabemos del ejercicio 3 de la sección 
anterior que la transformada de Fourier de e−x2 es 

	 	 	 	    F{e−x2} = πe− w2
4

luego, sustituyendo en (3) tenemos

	 	 	 	 U(w, t) = πe− w2
4 e−w2t.

	 Trabajando con los exponente tenemos entonces 
que

    U(w, t) = πe− w2
4 (1+4t) = πe− (w . 1 + 4t)2

4 .

	 Aquí tenemos una nueva situación para aplicar la 
propiedad de cambio de escala 

	 	 	        1
a

F{f( 1
a

t)} = F(aw)	 	 	   (4)

donde  

	 	 	 	     a = 1 + 4t

y donde 

	 	 	        F(w) = πe− w2
4 .

	 Por lo tanto, como (4) es equivalente a 

	 	 	     1
a

f( 1
a

t) = F−1{F(aw)}

encontramos que 

	 	     u(x, t) =
1

1 + 4t
e− x2

1 + 4t .

	 En la galería 7.5. vemos la gráfica de nuestra 
solución. Si bien la galería se parece a la de la función 
armónica de la galería 7.3. la diferencia es 
fundamental. Esta función por ejemplo no es armónica 
ni los conjuntos de nivel son circunferencias como se 
ve claramente en esa galería.

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 □
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La solución u(x, t) desde distintos ángulos....

Galería 7.5. Gráfica de la función solución del problema 
del calor en una barra infinita.


