








CONTENIDO.

1. Funciones armonicas.

2. Armonicas conjugadas.

3. Potencial complejo.

4. Lineas equipotenciales.

5. Lineas de flujo.

Uno de los tipos mas importante de funciones de dos variables
es el de funcion armodnica porque aparece muy frecuentemente en
Matematica aplicada, en particular en la Fisica y en la Ingenieria. A
través de las ecuaciones de Cauchy-Riemann se observa
inmediatamente que este tipo de funciones esta intimamente
relacionado con las funciones holomorfas de variable compleja. En
esta seccion veremos interesantes aplicaciones de este tipo de
funciones ademas de estudiar el tema desde el punto de vista

puramente matematico.
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Problemas.

1) Demostrar que si una funcion u(x,y) €s armonica en
el interior de un conjunto compacto D C R? y continua
en el borde de D entonces el valor maximo de u se

alcanza en el borde de D y nunca en el interior de D.
Solucion.

Puesto que la funcidén u(x,y) es armodnica en el
interior del dominio D es continua alli. Y como por
hipotesis es continua en el borde de D entonces la
funcion u es continua en D. Luego, de acuerdo al
teorema de Weierstrass la funcion u alcanza en D un
valor maximo en algun punto (x;,y) €D.
Consideremos la funcion armodnica conjugada de u vy

llamémosla v, de tal forma que la funcidn

f(2) = ulx,y) +iv(x,y)

es una funcion analitica en el interior de D y continua
en el borde de D. Entonces la funcion g(z) = ¢/© es
analitica en el interior de D y continua en el borde de
D. De acuerdo al corolario del teorema del modulo
maximo de la pagina 57 aplicado a la funcién g(z)
tenemos que el valor maximo de | g(z)| que se alcanza
siempre, se alcanza en el borde de D y nunca en su

interior. Pero

u+iv __

g(z) = etV = ee”
luego tomando modulo obtenemos que
|g(2) | = €.

Esto nos dice que el valor maximo de ¢* se
alcanza en el borde de D y nunca en su interior. Pero
entonces, como la funcion exponencial real es una
funcion creciente, el valor maximo de u debe

alcanzarse en el borde de D y nunca en su interior.

L]
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Para ilustrar la potencia del ejercicio 1)
resumamos la idea de la prueba de la unicidad de la
solucion del problema de Dirichlet en un dominio con
las condiciones del teorema. Dicho problema es el

siguiente :

Hallar, si existe, una funcion armonica en el interior

de D y en cuyo borde tome valores prefijados.

Para fijar ideas supongamos que el dominio D
tiene la forma del de la galeria 3.4. Si hubiera dos
funciones u, y u, armonicas en D y continuas en el
borde de D pero que coinciden en dicho borde, esto

es,

oD

oD

donde 0D denota el borde de D, entonces la funcion

diferencia

Galeria 3.4. Dominio para el problema de Dirichlet.

v

).‘

En este dominio no puede haber definidas dos funciones armonicas
distintas con iguales valores prefijados en el borde de D.

h(x,y) — u](xay) - u2(x’ y) (1)
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es armonica en el interior de D y continua en el borde

= 0. Luego, como lafuncion h
oD

de D, pero ademas h

en el borde de D tiene valor maximo nulo, & debe

anularse en todo D. De lo que deducimos de (1) que

ul(-x’ y) = MZ(-xa y)

en todo D.

2) Determinar si la funcion
ux,y) = x> —y> + e“cos(y) + x

es armdnica en R*> y en caso afirmativo hallar una

funcion armaonica conjugada.
Solucion.
En lugar de calcular el Laplaciano de u, esto es

Vu(x,y) = u, + uy,

y ver que da cero intentemos ver si la funcion u es la
parte real (o imaginaria) de una funcion holomorfa en

C. Es evidente que
Re(z%) = x> — y?
Re(e*) = e*cos(y)
y que
Re(z) = x.

Luego, como la parte real de la suma es la suma

de las partes reales, vemos que
Re(z? + e+ 2) = x> —y* + e*cos(y) + x = u(x, y).

Por lo tanto la funcién u es arménica en R%. Como
una armonica conjugada de u es por definicion una
funcion v tal que f(z)=u+iv es una funcidn
holomorfa, vemos que una armonica conjugada de u

es la funcion

v(x,y) = Im(z? + e + 2) = 2xy + e*sen(y) + y.

64



3) Determinar si la suma y el producto de dos

funciones armonicas es una funcion armonica.
Solucion.

Le dejamos al lector probar el sencillo hecho de
que la suma de dos funciones armodnicas es
efectivamente una funcidn armodnica. Mas aun, el
lector no tendra dificultad en probar que el conjunto
de las funciones armodnicas en dos variables es un
subespacio del espacio vectorial de todas las

funciones C? de dos variables.

Respecto del producto la cosa se pone un poco
mas interesante. Recordemos que la derivada

segunda de un producto, es decir, (f.g)” es igual a

(f-8)"=(f'g+18) =f"g+fe+fe+/¢g"

O Sea

(f.9)"=/"g+2f'¢ +/g"

formula que recuerda al cuadrado de un binomio pero

cambiando exponente por orden de derivacion.

Utilizando esta formula es ahora facil ver que
ocurre con el Laplaciano de un producto de dos

funciones u(x,y).v(x,y).
Tenemos que
V(uv) = (uv)y, + uv)y,.

Ahora bien, por la féormula recién deducida

obtenemos que
V(uv) = (v + 2upvy + uvye,) + (ugyv + 2ugvy + uvy).
Luego, sacando factores comunes obtenemos

V(uv) =v(u, +u))+ulv, + v”y) + 2(uv, +u

’o7
yy y yvy

y como las funciones u y v son armodnicas por
hipotesis obtenemos que los dos primeros paréntesis
se anulan llegando a que el Laplaciano de un producto

de dos funciones armonicas es, en general
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V() = 2(ugv, + ugvy). (1)

Ahora bien, si agregamos a u y v la hipotesis de
que son armoénicas conjugadas, entonces u y v
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann vy

podemos escribir que (1) es igual a
V(uv) =2(vyv, — wvy) = 0.

Luego en ese caso en el cual las funciones u y v
son armonicas conjugadas tenemos que el producto

de ellas es también una funcion armonica.

Como ejemplo vemos que Si

PR
X2+ y2

1
Q=2 =55y

entonces la funcion u producto de las partes real e
imaginaria de la funcion f(z), es decir

(x2 + y2)2

u(x,y) =

es una funcién armonica en R? — {(0,0)}.

Se puede ver una solucion on-line aqui.

4) El potencial complejo de una fuerza f(z) esta dado

1
por ®(z) = —, z # 0. Hallar la fuerza f(z) y mostrar que
Z

la linea equipotencial de f(z) que pasa por (1,1) es
(x—1)?+y>=1 y luego hallar la linea de fuerza que

pasa por (1,1).
Solucion.

Recordemos que dada una fuerza (funcion)
f(z) = u(x,y)+iv(x,y) en cada punto (x,y) € R?
interpretando con u(x,y) y v(x,y) las componentes de
la fuerza en la direccidn del eje x e y respectivamente,
llamamos potencial complejo de f(z) a cualquier

funcion ®(z) tal que

D'(z) = f(2)
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o lo que es lo mismo
D'(z) = f(2).
1
Luego, si ®(z) = — es el potencial complejo de f(z)
Z

tenemos por definicion que

flz) = (—) = _Tzl

<

Ademas si ®(z) es el potencial complejo de f(z) y

escribimos
D(2) = p(x,y) + iy (x,y)
entonces las curvas
plx,y)=C
se llaman lineas equipotenciales de fy las curvas

wx,y) =K

se llaman lineas de fuerza de /.

1
Por lo tanto, puesto que ®(z) = —, z # 0 tenemos
4

que

X
X%+ y2

px,y) = =C

son las curvas equipotenciales de fy que

son las lineas de fuerza de f.

De todas ellas, debemos seleccionar las que
pasan por el punto (1,1). Luego debemos tener
1

=(1,1) = —.
JERg @(1,1) )

px,y) =

De aqui deducimos inmediatamente que para

(x,y) # (0,0) la linea equipotencial es

2x =x’+y? = x-1>+y*=1.
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de lo cual obtenemos para (x,y) # (0,00 que dicha

Galeria 3.5. La fuerza f'y el potencial complejo . i
linea de fuerza es

\ A

\ I / 'A"-»\\\\ \\
AN AR
AN A A e “y=-x'—y =+ (y-17=1
\\’\\’\1f/‘//?_::‘__f(z)\\\‘tljj//

T Y NV 7T , .
NN 5 WY WAV A En la galeria 3.5. vemos todas estas cuestiones
B I/ T\ AV T e e en forma gréfica.
N~ SN NS NN \ l A o | o bl ot
I T T Ts SN Ry g [

\ X

/ A WAV WLNA . NENS
I A EAumATEAR R RN NN
2DV RN BIE S NEN St | F VN NN 5) Hallar una funcion armonica en la region R de la
I \\-NL,,.////fI\\\\ ] ' o
/ j j jl 1& ‘\ i l NENE EEIEE aZr/ M A galeria 3.6. que satisfaga las condiciones de borde que
IR AV WAV A Vs dand i RGN - en la figura se observan, es decir, resolver el problema

La fuerza f(z) = __—21 cuyo potencial complejo es ®(z) = L de Dirichlet siguiente :
Z Z

° Uy, + ug, =0
Analogamente deducimos que la linea de fuerza con las condiciones
que pasa por (1,1) es
{ u =13 u =7
—y —_ x24y2=dx X24+y2=2x
X, — = 1,1 = —
w(x,y) e y(lLD)=—=

Solucion.

68



Galeria 3.6. Problema de Dirichlet.

Para resolver este problema a través de varible
compleja lo que haremos es transformarlo (cambiar las
variables) por otro donde la solucion sea casi trivial y

finalmente volver a las variables originales.

, 1
Sabemos que la funcion f(z)=— transforma
Z

circunferencias que pasan por el origen en rectas que
no pasan por el origen y ahora nos daremos cuenta de
que circunferencias con centro en el eje x que pasan

por el origen se transforman en rectas verticales.

En efecto, aplicando la inversion tenemos que la

imagen de la circunferencia

x24+y?—4x =0

es, de acuerdo a lo estudiado en el ejercicio 2 capitulo
2

—4u+1=0

o lo que es lo mismo

De la misma manera la circunferencia
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x> +y?=2x=0

se transforma a través de dicha inversion en

Por lo tanto, el problema que debemos resolver

en las variables uv es el siguiente :

P, : Hallar una funcion armonica h en el plano uv

que satisfaga que

u=1/2 u=1/4

Pero como las funciones lineales h(u,v) = Au+ B
son trivialmente armodnicas, solo debemos hallar A, B

tales que
A
—+B=7
2

es decir

Por lo tanto, la solucion del problema P,, es la

funcion
h(u,v) = —24u + 19

1
y como w = — tenemos que

<

X
x4 y2

u

llegamos a la solucion final del problema en xy

X

+ 19
x2 +y?

Ux,y)=-24

donde hemos usado la mayuscula para no confundir

con la variable del plano uv.

6) Hallar una funcion armonica u en el semiplano

superior y > 0 que satisfaga la condicion

0O si x>0
0) = )
u(x,0) {1 si x<0
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Solucion.

Galeria 3.7. Grafica de la funcién 6(x, y)

Es evidente que la funcion 8(x, y) definida como el
angulo que forma el vector (x,y) con el semigje
positivo de las abscisas en una funcion armodnica por

ser la parte imaginaria de la funcion
F(x) = Log(x) = In(|z|) +i0(x, y).

Esta funcion 0 en detalle y en términos mas

calculables para cada (x, y) es la siguiente :

-

arctg(%) si x>0, y>0

9(x,y):<§ si x=0, y>0

ﬂ+arctg(%) si x<0 y>0

Es conveniente denotar esta funcidbn como el

arcotangente con mayuscula : Esta es la gréfica de nuestra funcién Arctg ().
X

Arcte(Z) = 6(x, y)
X

En la galeria 3.7. vemos una grafica clarisima de
para distinguirlo del arcotangente ordinario. esta funcion.
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Ahora bien, esta funcion armonica satisface, por

su definicidon misma las siguientes condiciones

R (R

luego para cambiar el z por un 1 lo Unico que
debemos hacer es dividir por =z, obteniendo como
solucidn la funcion

1
ulx,y) = ;Arctg(%).
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